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2 0 1 9 第十五屆    國際數學競賽複賽 (台灣 ) 
2019 Fifteenth International  Mathematics  Contest (Taiwan) 

※請將答案寫在答案卷上 

一、選擇題(每題 4 分，共 28分) 

(    )1. 設直線 AD上三等分點為B、C，以BC 為直徑之圓周上取一點P(如圖)，若 APB ，

CPD ，則  tantan  之值為何?(A)
2

1
 (B)

4

1
 (C)

8

1
 (D)

16

1
 

 

<解析> 

過 B 作 CPBE// ，過 C 作 BPCF//  

∵  90BPC   90FCPEBP  

又 CDBCAB   CPBE 
2

1
且 BPCF 

2

1
 

∴  tantan  =
4

12

1





BP

CP

CP

CF

BP

BE
 

 

 

(    )2. 試求 35-540-58-53-54-5 3456  =? 

(A)10  (B)-10  (C)15  (D)-15 
 
<解析> 

令 3540834)( 3456  xxxxxxf  

∵ rxQxxf  )()5()(  

所求函數值 )f( 5 即為 

)(xf 除以 )5( x ，所得的餘式 r 

由綜合除法 
1 -4 -3 -8 +0 -40 -35  
 +5 +5 +10 +10 +50 +50 5 

1 +1 +2 +2 +10 +10 +15  

∴餘式 r=15，所求之值為 15 

 
(    )3. 對於四面體的四個側面三角形，以下說法正確的是(    ). 

(A)至多有兩個直角三角形 

(B)至多有三個直角三角形 

(C)至多有四個直角三角形 

(D)至少有一個直角三角形 
<解析> 

(C) 至多有四個直角三角形 

B 

C 

C 
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(    )4.  設 P、A、B、C 共平面且PA +3 PB + CP = CB ，若△CAP 之面積為 20，則△ABC

之面積為多少? (A)25 (B)30 (C)40 (D)50 

<解析> 

∵PA +3 PB + CP = CB  ∴PA +3 PB + CP = BP + PC  

 PA +3 PB = BP  

 PA = BP -3 PB  

 PA =4 BP，∴A、P、B 共線且PA：PB =4：1 

 
 
 
  

 

 

故△ABC 面積=
4

5
△CAP 面積=

4

5
20=25。 

 

(    )5. 已知數列 }{ na 滿足： nnn aaa   12 ， 21 a ， 20182 a ， nS 表示 }{ na 的前n 項和，則 2018S 為

(    ).(A)2018   (B)2019  (C)2020  (D)2021 

<解析> 

nnnnnnn aaaaaaa   11123  

∴ nnn aaa   36  

∴ ).......(........).......( 2018201383212018 aaaaaaS   

202021  aa  

 
 

(    )6. )(xf 為定義域為R上的週期為 3 的奇函數，且 0)2( f ，則 )(xf 在區間（-6, 6）的

零點至少有多少個? (A)9   (B)11  (C)13  (D)15 
<解析> 

由 0)0( f  0)3( f  

由 0)2( f  0)4()1()5(  fff  

由 0)2( f  0)2-( f  0)4()1()5-(  fff  

又 )5.1()5.1(  ff 且 )5.1()5.1( ff   

∴ 0)5.1( f  

∴ 0)5.4()5.4(  ff  

至少共有 15 个零点。 

. 

 

 

 

 

A 

C 

D 
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(    )7. Let n! = 1 × 2 × 3 ×  × n, [x] is the largest integer not exceeding x, then what is the 

integral solutions of the equation 3466
!10

....
!3!2!1
























 xxxx
 

      (A)2018 (B)2019 (C)2020 (D)2021 

 

翻譯: 記 n.....n  321! ， ][x 表示不超過 x的最大整數。 

則方程 3466
!10

....
!3!2!1
























 xxxx
的整數解為（   ）。 

(A)2018 (B)2019 (C)2020 (D)2021 
 
<解析> 

2018x 時，方程式左邊 34652168433610092018   

2019x 時，方程式左邊 34662168433610092019  ，選 B。 

二、填充題(每題 5 分，共 40分) 
1. △ABC 中，  55B ，  65C ， 10BC ，則△ABC 的外接圓面積為  ○1  。 

 
<解析> 

 60C-B-180A ，
3

20

60sin

10

sin
2 




A

a
R  

∴
3

10
R  

∴外接圓的面積為 
3

1002 R  

 
 

2. 在共線的 A、B、C 三點，測得不在同一線上之遠處高山山頂，其仰角分別為 30 、 45

及 60 ，若 AB = BC =600 公尺，則山的高度為   ○2    公尺。 

 

<解析> 

設山的高度PQ = h公尺 hAQ 3 ， hBQ  ， hCQ
3

1
  

如圖 

分別在△ABQ 及△ACQ 中，考慮餘弦定理 

h

hh

h

hh
A

312002

)
3

1
()3(1200

36002

)3(600
cos

222
222









  

 6300h (取正) ∴山的高度為 6300 公尺 

 

 

3. 已知
5

1
cossin   ，且  0 ，則  cossin   =  ○3  

B 
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<解析>  

5

1
cossin   

25

1
cos2sincossin 22    


25

24
cos2sin  

25

24
cossin2 θθ-  


25

49
cossin21 θθ- 

25

49
)cos(sin 2  θθ  

∵ 0cossin θθ  且  0 ，故 0sin  ， 0cos   

5

7
cossin    

4.
 2

)1(
)(

3






x

x
xf ， )2( x 的值域為  ○4    . 

<解析>  

 

 

5. 已知函數 







 mxf

x

x

5

4
5lg)( 的值域為 R，則 m的取值範圍是  ○5   . 

<解析> 

設
x

xt
5

4
5  ，則 4

5

4
52 

x

xt  

∵ )(xf 的值域為R  

故 mt  取所有正實數 

∴ 4m  

6. 設空間中有一點 O在 E平面的投影為 A，A在平面 E上一直線 L之投影為 B，而 L上另

有一點 C。若 12BC ， 13OC ， 4AB ，則OA=   ○6   。 

 
<解析> 

(1)如圖所示，由三垂線定理可知 OB 直線BC  

∴△OBC 為直角三角形 ∵ 13OC ， 12BC  

∴ 5OB  

(2)OA垂直平面 E 

∴△OAB 為直角三角形 
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而 5OB ， 4AB  ∴ 3OA  

7. 設 x、 y R 且 42  yx ，則 yx 93  的最小值為   ○7   。 

 
<解析> 

yx 93  = yx 233   93333
2

33 422
2


  yxyx

yx

， 

∴ yx 93  之最小值為 18 

 

8. It is known that for any 1x , 2x , , 2018x  [0, 4], the equation



2018

1

2018
i

i ax-x  has at least one 

real root on [0, 4], what are the possible values of a? 
<解析> 

 





2018

1

2018
i

i ax-x ， 



2018

1

2018)0(
i

i axf  





2018

1

2018

1

201844)4(
i

i
i

axf  

∴ )2(4036403620182240364)4()0(
2018

1

aaaff
i

 


 

∵ 2a 時， 0)4()0(  ff ，故 )(xf 在 ]4,0[ 上至少有一個實根。 

∴ 2a  

 

三、計算題(共 32 分) ※未寫計算過程不予計分 
1. Determine the minimum value of f(x, y) = x2 + y2 + xy – 2018(x + y). 

翻譯: 求 的最小值。(10 分) 

<解析> 
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當且僅當 既  

 

 
 
2. 設 x、 y 、 z 、a、b 、 c均為實數，若 4222  zyx ， 9222  cba ，則行列式 

之最大值為何?(10 分) 

 
<解析> 

令   =(x，y，z)，   =(a，-b，c) ，   =(-2，1，-3) 

當行列式 最大值時， 

  ，   與   兩兩垂直 

∴ 的最大值=      = 1432  = 146  

 

3. 設對所有的實數 x，皆使 1
364

22
2

2






xx

kkxx
成立，試求實數 k 之範圍。(12 分) 

 

<解析> 

∵ Rx 皆使 1
364

22
2

2






xx

kkxx
 

∴ 36422 22  xxkkxx  (∵ 364 2  xx 恆正) 

∴ 03)26(2 2  kxkx  

0)3(24)26( 2  kk  

 082442436 2  kkk  

 012164 2  kk  

 0342  kk  

 0)1)(3(  kk  

∴ 31  k ，即 k 的範圍為 31  k  




